Vecteurs, base et composantes

Série 3/5 — Base et composantes dans le plan — Corrigé détaillé (version adulte)

Dans le plan, une base est formée de deux vecteurs non colinéaires. Chaque vecteur se décompose de maniére unique
sur une base : ses composantes. Rappel : U et V sont colinéaires si et seulement si leur déterminant u,v, — u,v, est
nul.

Enoncé : Dans la base (€;,8,) :

a) Donne les composantes de V = 3€; — 2€, et de W = €, — 4€;.

b) Ecris le vecteur de composantes ( 4

) comme combinaison de €; et €,.

c) Calcule 2V + W en composantes.

- — - - - -4
a)v= (_32) ; pour W, on remet les termes dans 'ordre : W = —4¢€, + 1€, = ( 1 )

b) Les composantes sont les coefficients : ( 4

€) 2V +W = (_64) + (‘14) - (_23)

) =—€, +48,.

Enoncé : Dans chaque cas, dis si les vecteurs U et V forment une base du plan.
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a) 1 3 ‘ =2-3-1-(-1)=7+#0: les vecteurs ne sont pas colinéaires, ils forment une base.
2 -1 . .
b) 4 9 | =2-2—-(-4)-(-1) =0 =0 : les vecteurs sont colinéaires, ils ne forment pas une base.
C) g _03‘ =5.(=3)—0-0=-15 # 0 : les vecteurs ne sont pas colinéaires, ils forment une base.
d) ; g| =1-6-2-3=0=0:les vecteurs sont colinéaires, ils ne forment pas une base.

—
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Enonceé : Soitu = (2) etv= (_1) (une base). Détermine les composantes de chaque vecteur dans la base

I a) Onrésout a+3b = 5 et 2a—b = 3. Le déterminant du systéme est —7. On trouve a = 2 et b = 1 : les composantes



dans la base (U, V) sont G)

b) Onrésout a+3b = 7 et 2a—b = 0. Le déterminant du systéme est —7. On trouve a = 1 et b = 2 : les composantes

dans la base (U, V) sont G)

c) On résout a + 3b = =2 et 2a — b = 5. Le déterminant du systéme est —7. On trouve a = 12 et b = -2 : les

13
composantes dans la base (U, V) sont ( 79).
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Enoncé : ABC est un triangle. On I’associe a la base (U, V) = (AB,AC). Donne les composantes dans cette
base de AB, BC, AI (I milieu de [BC]) et AG (G centre de gravité).

— — - 1
AB=1-u+0-V, donc ses composantes sont (0)

BC =BA+AC = —T+7, donc (—11).

1
Al =1(AB+ AC), donc (%)
2

Enoncé : ABCD est un parallélogramme ; on prend la base (U, V) = (TA—E, —A—ﬁ). Soit M le milieu de [CD] et
N le point tel que AN = %AC. Donne les composantes de AC, BD, AM et AN.

8 . , — [k - 3 .
Enoncé : Pour quelles valeurs réelles de k les vecteurs u = (2) etv= (k + 1) ne forment-ils pas une base
?

I Ils ne forment pas une base si et seulement si ils sont colinéaires, c’est-a-dire si leur déterminant est nul.

k 3 5

‘2 k+1‘—k(k+1)—6_k + k — 6.

2 ] L -1+5 .

k“+k -6 =0:lediscriminant vaut 1 + 24 = 25, donc k = 5 ,soitk=2o0uk=-3.
-3

Contréle: pourk =2,U = (2) etv= (g) ;pourk = -3,U = (

N 3 . .
2 ) etv= (_2). Dans les deux cas ils sont colinéaires.

Exercice 7

Enoncé : Les vecteurs U et V sont-ils colinéaires ?



=~ (iy . (3
- ({) - (3)

a) 6 -4 _ 0 : colinéaires. (On a U = —32V.)
-9 6
2 4 s
b) 5 9| = —2 # 0 : non colinéaires.
0 O s
C) 3 _7‘ = 0 : colinéaires.
103 o -
d) 5 12’ =0 : colinéaires. (On a Vv = 6u.)

Exercice 8

Enoncé : Détermine la (ou les) valeur(s) de x pour que U et V soient colinéaires :

- X - 3
a) u=(6) etv=(2)

_ 2 - X
b) u_(x) etv_(8)
x 3 . 9 N
a)6 2‘—Zx—18—0donc><—9.Alorsu_(6)_3v.
2 X 2
b) =16—-x*=0donc x =4 ou x = —4.
x 8

Contr6|e:pourx=4,ﬁ=(i) etV=(§)=2G; pourx=—4,U'=(2)etV=(_4)=—2U.

Enoncé : a) Les points A(1;2), B(3;6), C(—1; —=2) sont-ils alignés ?
b) Méme question pour A(0; 1), B(2;4), C(5;6).
c) Avec A(1;2) et B(3;6), détermine y pour que D(5; y) soit aligné avec A et B.

a)AB = (i) et AC = (:i) ; ’i :Z = -8 + 8 = 0. Les vecteurs sont colinéaires (AC = —AB), donc A, B, C sont

alignés.
— (2 — (5} . [2 5 . Lo
b) AB = 3 et AC = 57z 5= 10 — 15 = -5 # 0. Les points ne sont pas alignés.

c)AB = (2) etAD = (yiz). Colinéarité : 2(y —2) —4-4=0,donc 2y —20 =0 et y = 10. Ainsi D(5; 10).

Exercice 10

Enoncé : Dans la base (U,V) avec U = (_21) etv= (;) détermine les composantes de W = (i)

I On cherche aetb avec ai+bVv=W:2a+b=1et—a+3b=1.
I De la seconde, a =3b —1. On remplace : 2(3b—-1)+b=1,donc7b=3etb =2

7.

| Aorsa=3.3-1=3.

Exercice 11

- . o 1 - 3 oL = . . . -
Enoncé : Soit u = (2) etv= (1) Montre que si au + bv = 0, alors nécessairement a = b = 0 (on dit que u
et V sont linéairement indépendants).

I ali+bV=0s'écrit: a+3b=0et2a+b=0.

I De la premiere, a = —3b. Dans la seconde : —=6b+ b =0, donc -=5b =0 et b = 0.



Alors a = =3 -0 = 0. La seule combinaison nulle est celle de coefficients nuls : U et V forment bien une base (leur
déterminant 1 — 6 = —5 est d’ailleurs non nul).

Enoncé : On donne U = ( 2 ) V= (_1) etw = (g) Calcule 2U -V + %W.

| La somme vaut (_9).

Exercice 13

Enoncé : On donne A(—1;-1), B(3;0) et C(5;4). a) Détermine les coordonnées de D pour que ABCD
soit un parallélogramme. b) Donne les composantes de AC et BD. c) Détermine les coordonnées du point
d’intersection O des diagonales.

| ap=a+c-B=(-1+5-3;-1+4-0)=D;3).

— (6] == (-2
7= (%) 5= (2)

I c) O est le milieu de [AC]: O(2; ). C’est aussi le milieu de [BD] (vérifie : 331 =2 et &3 =

Enoncé : On donne A(0;0), B(4;2), C(3;5), D(1;4). Montre que ABCD est un trapéze de bases [AB] et
[DC], et qu’il n'est pas un parallélogramme.

Nlw

).

AB = (;L) et DC = G) Comme AB = 2DC, ces vecteurs sont colinéaires : (AB) || (DC).

AD = (i) et BC = (_31) : Lll _31‘ =3+4+4=7+0,donc (AD) et (BC) ne sont pas paralleles.

ABCD a exactement une paire de cOtés paralleles : c’est un trapéze qui n’est pas un parallélogramme. (Pour un
parallélogramme il faudrait AB = DC.)

-1 oy
4 ) (en newtons). a) Quelle troisieme force

F5 le met & I'équilibre (somme nulle) ? b) Quelles sont les composantes de la force résultante de F, et 2F, ?

Enoncé : Un objet est soumis & deux forces F; = (:13) etF, = (

a) OnveutF, +F, +Fy =0, donc Fy = —(F; + Fp) = — (2) _ (—2) N

5 -5
| o+ = (3)+(2) - (Y



